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Аннотация
Область исследования работы относится к разделу теории чисел, занимающемуся изу-
чением множеств ограниченного остатка.
Рассматриваются орбиты движения точек на торе. Орбиты задаются сдвигом на ир-
рациональный вектор начальной точки. Для определения колличества точек орбиты, по-
павших в заданную область T на торе, вводится считающая функция r(i). Справедлива
ассимптотическая формула r(i) = iVol (T )+δ(i), где δ(i) = o(i) — остаточный член форму-
лы, или отклонение считающей функции от ожидаемой величины. Множество называется
множеством ограниченного остатка или BR-множеством, если границы отклонений не пре-
восходят некоторой константы.
В работе используется новый метод построения множеств ограниченного остатка на
основе разбиений параметрических многогранников. Рассматриваемые многогранники яв-
ляются развертками тора. Необходимым условием для построения множеств ограниченно-
го остатка, является разбиение развертки на такие области, при перекладывании котрых,
снова будет получаться исходная развертка, а перекладывание будет соответсвовать сдви-
гу тора.
Автором было получено семейство разбиений, обладающих этим свойством, и порож-
дающих двумерные BR-множества. Найденный метод параметрических многогранников,
позволил не только получить точные оценки остаточных членов, необходимые для реше-
ния прикладных задач, но и определить средние значения отклонений, а так же постро-
ить оптимизацию границ отклонений, позволяющую применять полученные результаты
для построения сбалансированных последовательностей (являющихся аналогом последо-
вательности Штурма в одномерном случае).
В настоящей работе удалось обобщить рассмотренный метод на случай трехмерных
торов и получить для них точные оценки остаточных членов и их средние значения.
Ключевые слова: множества ограниченного остатка, распределение дробных долей, раз-
вертка тора.
Библиография: 22 названия.
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Abstract
The paper is devoted to the important problem of number theory: bounded remainder sets.
We consider the point orbits on low-dimensional tori. Any starting point generates the orbit
under an irrational shift of the torus. The orbit is everywhere dense and uniformly distributed on
the torus if the translation vector is irrational. Denote by r(i) a function that gives the number
of the orbit points which get some domain T . Then we have the formula r(i) = i vol(T ) + δ(i),
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where δ(i) = o(i) is the remainder. If the boundaries of the remainder are limited by a constant,
then T is a bounded remainder set ( BR-set).
The article introduces a new BR-sets construction method, it is based on tilings parametric
polyhedra. Сonsidered polyhedra are the torus development. Torus development should be to
tile into figures, that can be exchanged, and we again obtain our torus development. This figures
exchange equivalent shift of the torus.
Author have constructed tillings with this property and two-dimensional BR-sets. The
considered method gives exact estimates and the average value of the remainder. Also we obtain
the optimal BR-sets which have minimal values of the remainder. These BR-sets generate the
strong balanced words ( a multi-dimensional analogue of the Sturmian words).
The above method is applied to the case of three-dimensional torus in this paper. Also we
obtain exact estimates and the average value of the remainder for constructed sets.
Keywords: bounded remainder sets, distribution of fractional parts, toric development.
Bibliography: 22 titles.
1. Введение
Пусть на D-мерном торе TD = RD/LD задана орбита Orbx0(α) движения начальной точки
x0 = (0, 0). Здесь LD — полная решетка размерностиD над множеством действительных чисел
R, α ∈ RD — вектор сдвига Sα, порождающего орбиту Orbx0(α).
Зададим считающую функцию r(i), определяющую колличество точек орбиты Orbx0(α),
попавших в некоторую облась T на торе TD, то есть r(i) = ♯{j : 0 ≤ j < i, Sjα ∈ T}, где i —
общее количество точек орбиты Orbx0(α).
В случае иррационального вектора α сдвига Sα, точки орбиты Orbx0(α) всюду плотно и
равномерно заполняют весь тор, и для r(i) справедлива ассимптотическая формула
r(i) = iVol (T ) + δT (i), (1)
где Vol (T ) — объем области T , а δT (i) = o(i) — остаточный член формулы (1) или откло-
нение считающей функции r(i) от ожидаемой величины iVol (T ).
Если существует такая константа CT , что для остаточного члена δT (i) справедливо нера-
венство δT (i) 6 CT , то множество T называется множеством ограниченного остатка или
BR-множеством ( bounded remainder set).
Одномерные множества ограниченного остатка достаточно широко изучены. Первые при-
меры были построены 1921 г. Э. Гекке [1], позднее П. Эрдешем [2], Г. Кестеном [3], В. Г. Жу-
равлевым [4], А. В. Шутовым [5].
Более сложной оказалась задача о построении множеств ограниченного остатка и опре-
делении границ отклонений в многомерном случае. Первый двумерный пример BR-множеств
был получен в 1954 г. Р. Сюзом [6]. В 2005 г. В. Г. Журавлев впервые получил оценки для
фрактальных множеств ограниченного остатка, построенных на основе двумерного разбиения
Рози [7]. В 2011 г. была опубликована работа, в которой описывался метод Журавлева, позво-
ляющий строить множества ограниченного остатка на основе перекладывающихся торических
разверток [8]. В 2012 г. В. Г. Журавлев получил многомерное обобщение теоремы Гекке [9].
В настоящей работе приводятся некоторые результаты автора, полученные ранее с помо-
щью нового метода построения параметрических множеств ограниченного остатка на основе
гексагональных разверток тора, в частности приведена теорема о точных оценках остаточ-
ных членов для описанных множеств (Теорема 1), а так же разработано обобщение метода
на случай трехмерных торов. Для построенных трехмерных параметрических BR-множеств
доказана теорема о точных границах отклонений (Теорема 2) и получены их средние значения
(Теорема 3).
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Далее для удобства будем использовать верхние индексы для указания размерности, о
которой идет речь.
2. Гексагональные развертки и двумерные BR-множества
В 2011 г. автором были построены трехпараметрические множества ограниченного остатка
на основе перекладывающихся гексагональных разверток T 2(c2) двумерного тора T2 [10].
Развертка T 2(c2) задается параметром c2 = (c21, c22) из пространства параметров
C2 = {c2 = (c21, c22) ∈ R2; c2i > 0, c21 + c22 6 1}
и является выпуклым шестиугольником, координаты вершин которого (0, 0), (1 − c21,−c22),
(1, 0), (1− c21, 1− c22), (0, 1), (−c21, 1− c22) (рисунок 4).
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Замечание: для построения множеств ограниченного остатка на основе развертки тора
необходимо разбить ее на D + 1 перекладывающуюся область. Перекладывание полученных
областей должно вновь давать исходную развертку.
В двумерном случае такое разбиерние можно получить, отложив вкетор −α2 = (−α21,−α22)
от вершин шестиугольника T 2(c2) с коордмнатами (1, 0), (1−c21, 1−c22), (0, 1) и соединив концы
отложенных векторов. Здесь вектор α2 = tc2, а параметр 0 < t 6 1 (рисунок 4).
Разбиение производится на три перекладывающиеся области T 2k , k = 0, 12. Перекладывание
областей T 2k соответствует сдвигу тора на вектор α
2 [11]. Области T 2k являются множествами
ограниченного остатка, для них были получены следующие результаты [11].
Теорема 1. Пусть дан сдвиг тора Sα2 на вектор α2, и α2 - иррациональный, т. е. числа
α21, α
2
2, 1 линейно независимы над Z, пусть тор T2 разбит на области T2k : T2 = T20 ⊔ T21⊔
⊔T22, а его развертка T 2(c2) задана параметром c2 = (c21, c22) ∈ C2. Тогда для отклонений
выполняются точные неравенства:
0 6 δ0(i) 6 2− σ(c2);
−1 6 δ1(i) 6 c21;
−1 6 δ2(i) 6 c22,
где σ(c2) = c21 + c
2
2.
В работах автора [11], [12], [13], [14], [15], [16], [17] были расширены результаты работы [10] и
изучены свойства, построенных множеств, в частности найдены средние значения отклонений
и доказаны теоремы об оптимизации границ отклонений.
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3. Трехмерный случай
Использованный в двумерном случае метод можно обобщить на случай размерностиD = 3.
Развертка T 3(c3) трехмерного тора T3 = R3/Z3, где Z3 = [l31, l32, l33] — квадратная решетка
с базисом l31 = (−1, 0, 0), l32 = (0,−1, 0), l33 = (0, 0,−1), задается параметром
c3 ∈ C3 = {c3 = (c31, c32, c32) ∈ R3; c3i > 0, c31 + c32 + c33 6 1}
и является выпуклым ромбододекаэдром с координатами вершин (0, 0, 0), (1 − c31,−c32,−c33),
(1−2c31, 1−2c32,−2c33), (−c31, 1− c32,−c33), (0, 1, 0), (1− c31, 1− c32,−c33), (1, 0, 0), (1− c31,−c32, 1− c33),
(1 − 2c31,−2c32, 1 − 2c33), (−c31,−c32, 1 − c33), (−2c31, 1 − 2c32, 1 − 2c33), (0, 0, 1), (−c31, 1 − c32, 1 − c33),
(1− 2c31, 1− 2c32, 1− 2c33) (рисунок 5).
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Рис. 5:
Пространство параметров C3 обладает осью симеетрии третьего порядка, заданной урав-
нением c31 = c32 = c33.
Разобьем развертку T 3(c3) на четыре непересекающиеся перекладывающиеся области
T 3k , k = 0, 1, 2, 3. Для этого используем параметр 0 < t 6 1. Отложим вектор −α3 =
= (−α31,−α32,−α33), такой что α3 = tc3, от вершин ромбододекаэдра T 3(c3) с координа-
тами (−c31, 1 − c32,−c33), (0, 1, 0), (1, 0, 0), (1 − c31,−c32, 1 − c33), (0, 0, 1), (−c31, 1 − c32, 1 − c33),
(1 − 2c31, 1 − 2c32, 1 − 2c33) и соединим концы отложенных векторов. Получим интересую-
щее нас разбиение T 3k : T
3(c3) = T 30 ⊔ T 31 ⊔ T 32 ⊔ T 33 . Объемы полученных областей равны
Vol (T 30 ) = 1− α31 − α32 − α33, Vol (T 31 ) = α31, Vol (T 32 ) = α32, Vol (T 33 ) = α33 соответсвенно.
Так как развертка T 3(c3) является перекладывающейся, то существует преобразование
Sv : T
3(c3)→ T 3(c3) : x→ Sv(x) = x+ v3k, (2)
где v3k — векторы перекладывания для областей T
3
k , и они соответственно равны
v30 = (α
3
1, α
3
2, α
3
3), v
3
1 = (α
3
1 − 1, α32, α33),
v32 = (α
3
1, α
3
2 − 1, α33), v33 = (α31, α32, α33 − 1).
Схема перекладывания изображена на рисунке 6.
Предложение 1. Пусть дан сдвиг Sα3 : T3 → T3 : x 7−→ Sα3(x) = x + α3modZ3 тора
T3 на вектор α3, и пусть для развертки тора T 3(c3) разбитой на области T 3k , k = 0, 1, 2, 3
задано преобразование (2). Тогда выполняется равенство
Sv(T
3) = Sα3(T3)modZ3. (3)
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Рис. 6:
Доказательство. Так как преобразование Sv отображает ромбододекаедр T 3(c3) на себя,
то для доказательства предложения достаточно показать, что для любого x ∈ T 3(c3) точки
Sv(x) и x+ α3 различаются на векторы решетки Z3.
Sv(x)− (x+ α) =

0, если x ∈ T 30 ,
l31, если x ∈ T 31 ,
l32, если x ∈ T 32 ,
l33, если x ∈ T 33 ,
где l31, l32, l32 — базисные векторы решетки Z3. Равенство (3) доказано, таким образом сдвигу
тора T3 соответствует перекладывание областей развертки T 3(c3).✷
4. Границы отклонений
Так как перекладывание областей развертки T 3(c3) соответствует сдвигу тора T3, положе-
ние любой точки x орбиты Orbx0(α3) можно определить формулой
δ(i) = r0(i)v
3
0 + r1(i)v
3
1 + r2(i)v
3
2 + r3(i)v
3
3. (4)
Функцию δ(i) будем называть суммарным векторным отклонением. Так как при перекла-
дывании развертка тора T 3(c3) переходит сама в себя, то
δ(i) ∈ T 3(c3).
Из предложения 1 видно, что v30 = α3, v3k′ = α
3 + l3k′ , l
3
k′ ∈ Z3, k′ = 1, 2, 3, тогда выражение
(4) можно переписать в виде
δ(i) = r0(i)α
3 + r1(i)(α
3 + l31) + r2(i)(α
3 + l32) + r3(i)(α
3 + l33) =
= (r0(i) + r1(i) + r2(i) + r3(i))α
3 + r1(i)l
3
1 + r2(i)l
3
2 + r3(i)l
3
3.
(5)
Общее количество точек орбиты
i = r0(i) + r1(i) + r2(i) + r3(i), (6)
отсюда и формулы (5) получаем
δ(i) = iα3 + r1(i)l
3
1 + r2(i)l
3
2 + r3(i)l
3
3. (7)
Решетка Z3 полная. Для ее базиса l31, l32, l33 существует двойственный базис l3∗1 , l3∗2 , l3∗3 , связан-
ный с исходным соотношением
l∗m · lk′ =
{
0, приm ̸= k′
1, приm = k′, (8)
ВЫПУКЛЫЕ РОМБОДОДЕКАЭДРЫ И ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ BR-МНОЖЕСТВА 165
где · обозначает скалярное произведение, m = 1,2,3, k = 1,2,3. Из (8) получаем координаты
векторов двойственного базиса l3∗1 = (−1, 0, 0), l3∗2 = (0,−1, 0), l3∗3 = (0, 0,−1). В данном случае
он совпадает с базисом решетки Z3.
Используя (7) и (8), получаем равенства
l3∗k′ · δ(i) = rk′(i) + il3∗k′ · α3 для k′ = 1, 2, 3. (9)
Обозначим
δk′(i) = l
3∗
k′ · δ(i) (10)
и перепишем (9)в виде
δk′(i) = rk′(i)− i Vol T 3k′ для k′ = 1, 2, 3, (11)
где
Vol T 3k′ = −l3∗k′ · α3. (12)
Найдем теперь формулу для δ0(i). Из (6) и тождества Vol T 30 +Vol T 31 +Vol T 32 +Vol T 33 = 1,
имеем
[r0(i)− i Vol T 30 ] + [r1(i)− i Vol T 31 ] + [r2(i)− i Vol T 32 ] + [r2(i)− i Vol T 33 ] = 0.
По аналогии с отклонениями δk′(i) (10) определим нулевое отклонение
δ0(i) = r0(i)− i Vol T 30 .
Тогда между всеми отклонениями δk(i), k = 0, 1, 2, 3 выполняется соотношение
δ0(i) + δ1(i) + δ2(i) + δ3(i) = 0
для всех i = 0, 1, 2, . . .. Для нулевого отклонения получаем представление
δ0(i) = −δ1(i)− δ2(i)− δ3(i), (13)
или согласно (10) и (13) для отклонения δ0(i) можем записать
δ0(i) = −l3∗1 δ(i)− l3∗2 δ(i)− l3∗3 δ(i) = −(l3∗1 + l3∗2 + l3∗3 ) · δ(i).
Определим в дополнение к векторам (8) вектор l3∗0 равенством
l3∗0 = −l3∗1 − l3∗2 − l3∗3 , (14)
тогда для отклонения δ0(i) будет следовать представление
δ0(i) = l
3∗
0 · δ(i), (15)
где l3∗0 = (1, 1, 1).
Обобщая результаты формул (11) — (15) получаем
δk(i) = rk(i)− i Vol T 3k для k = 0, 1, 2, 3,
— отклонения считающих функций от ожидаемой величины или остаточные члены равномер-
ного распределения для областей T 3k , k = 0, 1, 2, 3.
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Теорема 2. Пусть дан сдвиг тора Sα3 на вектор α3, и α3 - иррациональный, т. е. числа
α31, α
3
2, α
3
3, 1 линейно независимы над Z, пусть тор T3 разбит на области
T3k : T3 = T30 ⊔ T31 ⊔ T32,⊔T33,
а его развертка T 3(c3) задана параметром c3 = (c31, c
3
2, c
3
3) ∈ C3. Тогда для отклонений δk(i)
выполняются точные неравенства:
0 6 δ0(i) 6 3− 2σ(c3);
−1 6 δ1(i) 6 2c31;
−1 6 δ2(i) 6 2c32,
−1 6 δ3(i) 6 2c33,
(16)
где σ(c3) = c31 + c
3
2 + c
3
3.
Доказательство. Из формул (11) и (15) следует, что границы отклонений δk(i) могут
быть определены, как проекции сумарного векторного отклонения δ(i) на векторы базиса
l3∗1 , l3∗2 , l3∗3 двойственного базису квадратной решетки Z3 и вектор l3∗0 в случае δ0(i).
Ромбододекаедр T 3(c3) является компактным множеством, поэтому для определения гра-
ниц отколнений достаточно проверить проекции координат его вершин на направления век-
торов l3∗0 = (1, 1, 1), l3∗1 = (−1, 0, 0), l3∗2 = (0,−1, 0), l3∗3 = (0, 0,−1). Получим следующее
множество значений (таблица 1).
Координаты Значение Значение Значение Значение
n вершины xn x · l3∗0 x · l3∗1 x · l3∗2 x · l3∗3
1. (0, 0, 0) 0 0 0 0
2. (1− c31,−c32,−c33) 1− σ(c3) c31 − 1 c32 c33
3. (−c31,−c32, 1− c33) 1− σ(c3) c31 c32 c32 − 1
4. (−c31, 1− c32,−c33) 1− σ(c3) c31 c32 − 1 c32
5. (1− 2c31,−2c32, 1− 2c33) 2− 2σ(c3) 2c31 − 1 2c32 2c32 − 1
6. (1− 2c31, 1− 2c32,−2c33) 2− 2σ(c3) 2c31 − 1 2c32 − 1 2c32
7. (−2c31, 1− 2c32, 1− 2c33) 2− 2σ(c3) 2c31 2c32 − 1 2c32 − 1
8. (1, 0, 0) 1 −1 0 0
9. (0, 0, 1) 1 0 0 −1
10. (0, 1, 0) 1 0 −1 0
11. (1− c31,−c32, 1− c33) 2− σ(c3) c31 − 1 c32 c32 − 1
12. (1− c31, 1− c32, 1− c33) 2− σ(c3) c31 − 1 c32 − 1 c32
13. (−c31, 1− c32, 1− c33) 2− σ(c3) c31 c32 − 1 c32 − 1
14. (1−2c31, 1−2c32, 1−2c33) 3− 2σ(c3) 2c31 − 1 2c32 − 1 2c32 − 1
Таблица 1.
Достаточно выбрать наибольшее и наименьшее значение из соответствующего столбца таб-
лицы 1, учитывая, что c31 > 0, c32 > 0, c33 > 0, а также σ(c3) 6 1. Неравенства (16) доказаны.
Так как вектор α3 = (α31, α32, α33) иррациональный, то на основании критерия равномерного
распределения Вейля [18], точки орбиты Orbx0(α3) всюду плотно заполняют развертку тора
T 3(c3). Положение точки на развертке определяется вектором δ(i). На основании вышеска-
занного, веторы δ(i) сколь угодно близко подходят к вершинам развертки, а на основании
формул (11) и (15) отклонения δk(i), для областей T 3k , k = 0, 1, 2, 3 определяются проекциями
δ(i) на векторы l3∗0 , l3∗1 , l3∗2 , l3∗3 , что доказывает точность границ отклонеий (16). ✷
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5. Средние значения отклонений
Определим для любого x ∈ R3 векторную дробную часть Fr(x), полагая Fr(x) = x′, где
x′ = xmodZ3 и x′ ∈ T 3(c3).
Предложение 2. Справедливо равенство
δ(i) = Fr(iα). (17)
Доказательство. Рассмотрим перекладывание (2). Тогда
Siv = iα
3 + r1(i)v
3
1 + r2(i)v
3
2 + r3(i)v
3
3,
т. е.
Siv = δ(i).
Из этого равенства, предложения 1 и определения векторной дробной части следует соотно-
шение (17).✷
Определим среднее значение векторного отклонения
⟨δ⟩ = lim
N→+∞
1
N
∑
16i6N
δ(i), (18)
если предел существует.
Теорема 3. Пусть задана развертка T 3(c3) трехмерного тора T3, разбитая на области
T 3k , k = 0, 1, 2, 3. Пусть дан сдвиг Sα3 тора T3 на иррациональный вектор α3. 1. Тогда суще-
ствует среднее значение ⟨δ⟩ (18) сумарного векторного отклонения δ(i), и оно вычисляется
по формуле
⟨δ⟩ = CT 3(c3), (19)
где CT 3(c3) = (
1−c31
2 ,
1−c32
2 ,
1−c33
2 ) —центр тяжести фигуры T
3(c3).
2. Также для любого k = 0, 1, 2, 3 существуют средние значения отклонений
⟨δk⟩ = lim
N→+∞
1
N
∑
16i6N
δk(i),
и они соответственно равны
⟨δ0⟩ = 1− σ(c
3)
2 ,
⟨δ1⟩ = −1−c
3
1
2 ,
⟨δ2⟩ = −1−c
3
2
2 ,
⟨δ3⟩ = −1−c
3
3
2 .
(20)
Доказательство. Из формулы (17) следует∑
16i6N
δ(i) =
∑
16i6N
Fr(iα). (21)
Для доказательства (19) воспользуемся формулой (21) и критерием Вейля
lim
N→+∞
1
N
∑
16i6N
δ(i) = lim
N→+∞
1
N
∑
16i6N
Fr(iα) =
ˆ
T 3(c3)
xdx = CT 3(c3).
Для доказательства формулы (20) найдем проекции выражения (19) на направления век-
торов l3∗0 , l3∗1 , l3∗2 , l3∗3 .✷
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6. Заключение
Рассмотренный автором подход к построению двумерных и трехмерных множеств огра-
ниченного остатка позволяет получать для остаточных членов равномерного распределения
точные оценки, а так же находить средние значения отклонений. Как и в двумерном случае
для трехмерных множеств может быть построена оптимизация границ отклонений, а на основе
множеств ограниченного остатка, построенных оптимальным образом, могут быть получены
сбалансированные последовательности, имеющие применение в таких областях, как динами-
ческие системы, теория кодов, теория коммуникации и задачи оптимизации, теория языков и
лингвистика, теория распознавания и статистическая физика (Kawasaki-Ising model), напри-
мер [19], [20], [21], [22].
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